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1. ANNEAUX DE POLYNOMES ET NOETHERIANITE

On suppose connue la théorie élémentaire des anneaux, ainsi que les objets prin-
cipaux de cette théorie : idéaux, anneaux quotients, sous-anneaux, morphismes
d’anneaux, corps, etc. Dans ces notes, les anneaux sont tous unitaires et ne sont
pas nécessairement commutatifs. Les corps sont tous commutatifs.

Définition 1.1. Un idéal (& gauche, a droite ou bilatére) I d’un anneau A est

finiment engendré (ou de type fini) s’il existe des éléments ay,...,a, de A tels
que I soit engendré par ai,...,ay.

Notation 1.2. On note (aq,...,a,) 'idéal (& gauche, & droite ou bilatére, selon
le contexte) engendré par aq,...,a,. Si E est une partie de A, on note (E) l'idéal

engendré par F.

Définition 1.3. Un anneau est noethérien a gauche (ou a droite) si tous ses idéaux
a gauche (ou a droite, respectivement) sont finiment engendrés. Pour un anneau
commutatif, on dira noethérien au lieu de “noethérien a gauche (ou a droite)”.
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Exemples 1.4. (1) L’anneau Z est noethérien.
(2) Plus généralement, tout anneau principal est noethérien.

(3) Pour un anneau R, 'anneau des polynoémes R[z1, o, ...] en une infinité de
variables n’est pas noethérien.

Dans la littérature, les anneaux noethériens sont généralement plutot définis en
utilisant la caractérisation suivante.

Proposition 1.5. Un anneau est noethérien & gauche (ou & droite) si et seulement
si toute suite croissante d’idéaux & gauche (ou & droite) Iy C Iy C --- se stabilise
(c’est-a-dire qu’il exite un entier N € N tel que si n > N, alors I, = Iy ).

Démonstration. On ne traitera que le cas “a gauche”. Supposons d’abord que A est
noethérien a gauche. Soit Iy C [; C --- une suite croissante d’idéaux a gauche de A.
Soit I leur union ; c’est un idéal de A. Comme A est noethérien, I est finiment engen-
dré, disons par ay, . .., a,. Chacun des a; est contenu dans un certain I,,,. Prenant NV
comme étant le maximum des n;, on a que aq,...,a, € Iy. En particulier, Iy = I,
et la suite se stabilise.

Réciproquement, supposons que A n’est pas noethérien a gauche, et soit I un
idéal & gauche de A qui n’est pas finiment engendré. Soit ag € I. Pour chaque
entier m > 1, soit a,, € I\ {ag,...,am-1). Un tel a,, existe, sans quoi I serait égal
a (ag,-..,am—1) et donc finiment engendré. Alors la suite d’idéaux a gauche

(ao) C (ao,a1) C (ag,ar,az) C ---

est strictement croissante, et ne se stabilise donc pas. ([l

Exercice 1.1. Soit A est un anneau noethérien a gauche, et soit F une partie non vide de A. Il
existe une partie finie F' de E telle que les idéaux a gauche (E) et (F) sont égaux.

Le résultat principal de cette section est le Théoréme de la base de Hilbert. Il

a été démontré par Hilbert dans | |. On peut trouver une traduction anglaise
dans | ]. La démonstration présentée ici n’est pas celle de Hilbert — elle est
basée, par exemple, sur celle trouvée dans | , Chap. VI.2].

Théoréme 1.6 (de la base de Hilbert). Soit A un anneau noethérien & gauche (ou
a droite). Alors l'anneau de polynomes Alx| est aussi noethérien & gauche (ou a
droite, respectivement).

Démonstration. Soit I un idéal & gauche de A[z]. Il faut montrer que I est finiment
engendré.
Pour chaque entier n € N, soit

I,={a,€A|Jap+ a1z +...+az™ € I}.

Alors I, est un idéal de A. De plus, I, C I,41, car si Z?:o a;xzt € I, alors on a
que z Y. ja;xt € 1.

Puisque A est noethérien a gauche, la suite Iy C I3 C --- se stablise. Soit N € N
tel que n > N entraine que I, = In.



Comme A est noethérien, les idéaux Iy, ..., Iy sont finiment engendrés. Posons
Iy = (ao1,a02;--,00,r)
Il - <a171,a1,2,...,a1m>
IN = <aN71,aN,2,...,aN7TN>.

De plus, pour chaque a;; € I;, soit f;; € I un polyndéme de degré au plus i
dont le coefficient en degré i est a; ; (un tel polyndome existe par définition de I;).
Nous allons montrer que I est engendré par les f; ; et qu'il est donc de type fini.
Soit f € I et soit d le degré de f. On montre par récurrence sur d que f est engendré
par les f; ;.

Sid=0,alors f € A, et donc f € Iy. D’ou f = 220:1 Ajag j, oit les A sont dans A.
Or, chaque ag ; est égal & fo ;. Donc f est engendré par les f; ;.

Si 1 <d < N, alors écrivons f = bx? +r, avec b € A et deg(r) < d. Alors b € I,
et on peut écrire b = 3772, Ajaq,j, out les \; sont dans A. Soit S = 701, A fa ;.
Alors S est de degré d et son coefficient directeur est b. Donc f — S est de degré
strictement inférieur & d, et par hypothése de récurrence, il est engendré par les f; ;.
Comme S est aussi engendré par les f; ; par définition, on en déduit que f l'est
aussi.

Si d > N, alors écrivons encore f = bx? + 7, avec b € A et deg(r) < d. Alors b €
I; = Iy, et on peut écrire b = Z;ﬁl Ajan j, ol les A\; sont dans A. Soit T' =
pd=N . Z:Zl Ajfn.j. Alors T est de degré d et son coefficient directeur est b. On
montre alors comme au cas précédent que f est engendré par les f; ;.

O
Corollaire 1.7. Si A est noethérien & gauche (ou & droite), alors lanneau de
polynéomes Alxy, ..., x,] est noethérien a gauche (ou & droite) pour tout n > 1.
Corollaire 1.8. Si K est un corps, alors 'anneau K|x1,...,2,] est noethérien

pour tout n > 1.

2. DIVISION MULTIVARIEE

On fixe un corps K et un entier n > 1. Notre objectif est de généraliser la division
euclidienne de 'anneau K[z] a 'anneau K[x1,...,x,]. Pour ce faire, il nous faut un
ordre permettant de définir le terme “de plus haut degré” d’un polynéme multivarié.

Notation 2.1. Si o € N", on pose z® := z{' --- 20",

Définition 2.2. Un ordre monomial pour K|x1,...,x,] est une relation < sur
Pensemble {z® | & € N*} des monomes de K{z1,...,zy] telle que

(1) la relation < définit un ordre total sur ’ensemble des mondmes;
(2) si 2 < 2P, alors pour tout v € N, on a que z°77 < 2747 ;

(3) pour tout a € N™, on a que 1 < 2.

Remarque 2.3. (1) On écrira souvent a < 8 au lieu de z® < x”. Autrement
dit,on voit < comme un ordre sur N™.



(2) L’axiome (3) est équivalent & un autre axiome (3’) (voir Proposition 2.9), qui
est souvent utilisé dans la littérature a la place de (3) pour définir un ordre
monomial.

Exemple 2.4. Dans K|[z], le seul ordre monomial est celui donné par la suite de
relations 1 <z < 2% < ...

Exemple 2.5 (Ordre lexicographique). On pose &1 >1ex T2 >1ex - -« >lex Tn, €t
pour tous «, 8 € N, on pose
a<iex B & a1 =p1,...,0r_1=Pr_1,0, < [ pour un certain r;

& le coeffecient le plus a gauche de f — « qui est non nul est positif.

Par exemple, pour n = 3, on a que x% Slex T1L2 >lex :c% >1ex x§x4x5. Ilya
aussi une infinité de mondmes m tels que 1 >1ex M >16¢ 1 (par exemple, x5 pour
tout ).

Exemple 2.6 (Ordre lexicographique gradué). Pour tout vecteur o € N™, on
pose |a| := Y1 a;. On définit 1 >degrex T2 >deglex --- >deglex Tn, €t pour

tous «, f € N, on pose

a <geglex B & (la] <|B]) ou (Ja] = 8] et & <1ex ).

Exemple 2.7. Plus généralement, si < est un ordre monomial, on définit une
version graduée de < par

a<?f < (laf <[f])ou (laf = |f] et & <7 f).

Exemple 2.8 (Ordre lexicographique renversé gradué). On ordonne les variables
par x >degrevlex T2 >degrevlex cee >degrevlex Tn, et pour tous Q, 5 € Nnv on pose

a <gegreviex 3 & (laf < |B]) ou (|a| = |B| et o, = B, ..., 41 = Bri1,ar > [ pour un certain r);
< (Ja] < 18]) ou (Ja| =|5| et le coeffecient non nul le plus & droite de 5 — « est négatif).

Exercice 2.1. Lorsque n = 2, les ordres deglex et degrevlex sont égaux.

Proposition 2.9. Soit < une relation d’ordre sur N™ satisfaisant aux conditions
(1) et (2) de la Définition 2.2. Alors < satisfait o (3) si et seulement si < satisfait
a

(8°) Uensemble N™ muni de < est bien ordonné (c’est-a-dire que tout sous-ensemble
non vide de N™ contient un élément minimal).

Pour démontrer cette proposition, il nous faut faire un détour par les idéaux
monomiaux.

Définition 2.10. Un idéal monomial de K[z,...,x,] est un idéal engendré par
un ensemble de monomes.

Proposition 2.11. Soient mq,...,m, € K[x1,...,x,] des monomes, et soit I =
(my, ..., m,) Uidéal monomial qu’ils engendrent. Soit m un autre monéme. Alors m €
I si et seulement si m est divisible par 'un des m;.



Démonstration. Sim est divisible par 'un des m;, alors m est bien str dans ’idéal T
engendré par les m;. Supposons donc que m € I, et montrons que m est divisible
par I'un des m;.

Comme m € I, il existe des polynomes fi,..., f, tels que m = Y., fim,.
Puisque m est un monoéme, il existe o € N™ tel que m = z®. De méme, on écrit m; =
% pour chaque i. Enfin, soit \; le coefficient devant z®~** dans f;. Alors en
étudiant le terme en degré a de la somme 22:1 fim;, on obtient que

T
% =m= E Az,
i=1

En particulier, au moins I'un des \; est non nul, ce qui entraine que o — «; doit
étre dans N”. Autrement dit, m; divise m. O

Démonstration. (de la Proposition 2.9.) Supposons d’abord que (3’) est vrai. Soit F' =
{a € N" | 2* < 1}. Supposons que F est non vide, et soit 5 € F. Alors (2) entraine
que

o< < <2 <1,

et donc {x™” | m € N} n’a pas d’élément minimal, contredisant (3’). D’oi F' est
vide et (3) est vérifié.

Supposons maintenant que (3) est vrai. Soit F' un ensemble non vide de mondmes.
Considérons 'idéal (F'). Par le théoréme de la base de Hilbert, il existe un sous-
ensemble fini £ = {my,...,m,} de F tel que (E) = (F). On peut supposer que m;
est 1’élément minimal de E. Par la Proposition 2.11, chaque élément z de F' est
divisible par l'un des m; ; en utilisant (3), cela entraine que m; < z. Comme m; <
m;, on en conclut que my est un élément minimal pour F. Donc (3’) est vrai. [

Fixons maintenant un ordre monomial < pour K[zy,...,Z,].

Définition 2.12. Soit f =3 _yn Aaz® € K[z1,...,2,] un polynéme non nul.
(1) Le multidegré de f est mdeg(f) = max.{a € N" | A\, # 0}.

(2) Le coefficient dominant (en anglais “leading coefficient”) de f est LC(f) =
Amdeg(f)-

(3) Le monéme dominant (en anglais “leading monomial”) de f est LM(f) =
pmdeg(f)

(4) Le terme dominant (en anglais “leading term”) de f est LT(f) = LC(f) LM(Jf).
Les propriétés suivantes sont immédiates.

Proposition 2.13. Soient f,g € K[z1,...,x,] deuz polynémes non nuls. Alors

(1) mdeg(fg) = mdeg(f) + mdeg(g) ;
(2) LT(fg) = LT(f)LT(g) ; idem pour LC et LM ;

(3) si f+g#0, alors mdeg(f + g) < mdeg(f) + mdeg(g) ;
(4) si mdeg(g) < mdeg(f), alors f+g# 0 et mdeg(f + g) = mdeg(f).
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Algorithme de division multivariée. Soit (fi,..., f) un r-tuple de polynomes
non nuls de K[x1,...,x,]. Soit f € K[z1,...,z,]. L'algorithme trouve des poly-
noémes qi,...,qq, R € K[z1,...,x,] tels que

(1) f=X_1afi+ R, et

(2) R =0 ou aucun des termes de R n’est divisible par LT(f1),...,LT(f.).
Initialisation. On pose f(©) = f, qgo) =q,...,¢"" = ¢, RO =0.
Condition d’arrét a I’étape m. Si f(™ = 0, alors poser q; = qgm), NS
qﬁm), R = R™) ¢t terminer.
Etape m > 1.

— Si LT(f,) divise LT(f("= 1), effectuer
LT(f" ) m) _ m-1) LTSV
T 8T gy
Pour i # l,qz(m) — q5m71)7 RM) . p(m—=1)

— Sinon, si LT(f,) divise LT(f(™~1), effectuer

LT(f(m-1) (m) , (m-1)  LT(f0"1)
LT(f,) % T - LT(f2)

Pour i # 2,q§m) — q5m71)7 RM)  p(m=1)

flm) o plm=1) _

fOm) o plm=1) _

— Sinon, si ...
— Sinon, si LT(f,.) divise LT(f(m~1), effectuer
_y _ LT(F) _y, LT(fmY)
(m) (m=-1) _ 22\ ) (m) (m—-1) , 22\ )
f < f LT(fT) T Q'r‘ — Q’r‘ + LT(fr) )

Pour i # 2, qz(m) — qu—1)7 RM)  p(m=1)
— Sinon, effectuer
Fom e O L), RO e RUMD 4 Lr(£0Y),

(m) _ (m=1),

pour tout 7,q; " < g,

Théoréme 2.14. La procédure ci-dessus s’arréte toujours et détermine des poly-
nomes qi,...,q¢r, R € K[x1,...,x,)] tels que

(1) f=>_,afi+R, et

(2) R=0 ou aucun des termes de R n’est divisible par LT(f1),...,LT(f).

Démonstration. Pour montrer que la procédure s’arréte, on utilise le fait que ’ordre
monomial < est un bon ordre. Supposons en effet que la procédure ne s’arréte pas.
Alors par construction, on a que

L <LT(fP) < LT(fNV) < LT(fO),

et donc que 'ensemble {LT(f(™)) | m € N} n’a pas d’élément minimal, une contra-
diction.

Pour montrer que 'algorithme renvoie bien des polynémes ¢y, ..., ¢, R satisfai-
sant & la condition (1), il suffit de montrer par récurrence sur m que 1’égalité

£ 4 qu(m)fi +R™ =

i=1
est vérifiée. La condition (2) est satisfaite par construction de R. g
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Notation 2.15. Avec les hypothéses di-cessus, on écrit floofr .= R Si F =
(fi,..., fr), on écrit aussi fI' := R.

Remarque 2.16. — L’ordre des fi,..., f est important ; les permuter donne
lieu a des résultats différents.
— L’algorithme montre ’existence de qi,...,q,, R satisfaisant aux conditions

(1) et (2), mais pas leur unicité. Il ne sont en effet pas uniques. Par exemple,
pour l'ordre lexicographique, f = 2?2 + 2122 + 23, fi = 71, fo = 21 + X9, voici
trois écritures de f satisfaisant a (1) et (2) :

f = (x +$2)f1+0'f2+l‘§
O'f1—|—.1‘1f2—|—33§
= z1f1 +x2f2 +0.

— Tl est clair que f¥ = 0 entraine que f € (F), mais I'exemple ci-dessus montre
que la réciproque n’est pas nécessairement vraie.
— Le résultat de I’algorithme dépend de I'ordre monomial <.

Exercice 2.2. Montrer que si n = 1, alors l'algorithme de division multivariée est 1’algorithme de
division euclidienne dans un anneau de polyndémes en une seule variable.

3. BASES DE GROBNER

On fixe K[z1,...,2,] et < un ordre monomial. On rappelle qu'une des mo-
tivations du cours est de savoir déterminer si un polynéme f est dans un idéal
donné (F), ot F = {f1,..., fr}. On a vu plus haut qu’il se peut que f¥ # 0 méme
si f € (F). On voit ce fait comme un défaut de F. Les F' n’ayant pas ce défaut
seront appelés des bases de Grobner.

Définition 3.1 (Bases de Grdbner, premiére définition). Soit I un idéal de l’an-
neau K{z1,...,z,] un idéal non nul. Une base de Grobner de I est un ensemble
fini G C I tel que I = (G) et tel que pour tout f € K[xy,...,2,], onaque f €T
si et seulement si f¢ = 0.

Par convention, I’ensemble vide est une base de Grobner de I'idéal nul.

Exemple 3.2. (1) Si0# g€ K[x1,...,z,], alors {g} est une base de Grobner
de (g).

(2) Si mq,...,m, sont des mondmes, alors ils forment une base de Grobner de
I’idéal monomial qu’ils engendrent.

Cette définition a I'inconvénient d’étre difficile a vérifier : étant donné un sous-
ensemble G de I, comment déterminer s’il s’agit d’une base de Grébner de 17

Analysons ce qu'il peut se passer. Comment un ensemble fini G = {¢1,...,9-}
de générateur de I peut-il ne pas étre une base de Grobner de I, avec la défini-
tion ci-dessus ? II faut et il suffit qu'il existe un f € I tel que f& # 0. Avec les
notations de ’algorithme de division multivariée, cela signifie qu’il existe un m € N
tel que LT(f(™)) n’est divisible par aucun des LT(g;); autrement dit (voir Propo-
sition 2.11), LT(f™) ¢ (LT(g1),...,LT(g,)).

Ceci nous suggeére une autre définition (équivalente) de base de Grébner. D’abord
une notation : si £ C K[xy,...,x,], alors LT(E) := {LT(f) | f € E}.

Définition 3.3 (Bases de Grobner, deuxiéme définition). Soit I un idéal de l’an-
neau Klz1,...,2,] un idéal non nul. Une base de Grobner de I est un ensemble

fini G C I tel que (LT(G)) = (LT(1)).



Par convention, ’ensemble vide est une base de Grébner de ’idéal nul.

Exercice 3.1. Montrer que les deux définitions de bases de Grébner données ci-dessus sont équi-
valentes.

Remarque 3.4. (1) Une base de Grobner de T pour un ordre monomial donné
n’en est pas nécessairement une pour un autre ordre monomial.

(2) On ne suppose pas dans la définition que G engendre I; c’est en fait une
conséquence de la définition. En effet, la définition entraine que si f € I,
alors f¢ = 0, ce qui entraine que f € (G).

(3) Si G est une base de Grébuer de I, alors tout sous-ensemble fini G' de I qui
contient G est aussi une base de Grébner de [ ; en particulier, un idéal I non
nul admet une infinité de bases de Grobuner (pour < fixé). Nous verrons plus
loin que la notion de base de Grébner réduite sert & pallier & ce probléme.

Un premier résultat théorique est celui d’existence.
Théoréme 3.5. Tout idéal I de K[z1,...,x,] admet une base de Grobner.

Démonstration. On cherche G C I fini tel que (LT(G)) = (LT(I)). Par le théoréme
de la base de Hilbert, ce dernier idéal est engendré par un sous-ensemble fini H
de LT(I). Soient hy,...,h, € I tels que H = {LT(hy),...,LT(h,)}; par définition,
H est une base de Grobner de . (]

Ce théoréeme d’existence ne nous indique pas comment calculer une base de
Grobner de I. Nous donnons un algorithme dans la section suivante.

4. ALGORITHME DE BUCHBERGER

Etant donné un idéal I =)fi,..., f,.), comment calculer une base de Grébner
de I'? Comment savoir si fi,..., f, forment une base de Grobner de 17

On rappelle la définition : un sous-ensemble fini G de I en est une base de
Grobner lorsque (LT(G)) = (LT(I)). Comment connaitre LT (I) ? Si on sait que I =
(f1,--., fr), alors on sait déja que LT(f1),...,LT(f,) € LT(I). Comment peut-
on trouver d’autres éléments de LT(I), c’est-a-dire d’autres termes dominants de
polynémes dans I 7

(1) On peut multiplier f; par un polynéme q : LT (qf;) = LT(q) LT(f;) € LT(I).

Autrement dit, tout monome divisible par I'un des LT(f;) est dans LT(I).

(2) De fagon moins évidente, on peut prendre des combinaisons linéaires de poly-
noémes f; et f; de sorte qu’on en élimine les termes dominants, faisant appa-
raitre un nouveau terme dominant. Ceci se comprend mieux sur un exemple :
prenons l'ordre lexicographique, et posons fi = xox3 + x4 et fo = r123 + 24.
Alors LT(f1) = 123 et LT(f2) = xox3. Mais alors

T1f1 — Tafo = 174 — T2y,
dont le terme dominant z1z4 n’est divisible ni par LT(f1) ni par LT(fs).

Ce dernier calcul justifie la notation suivante.

Définition 4.1. Soient f,g € K|[z1,...,%,] non nuls. Le S-polynome de f et g est

_ ppem(LM(f),LM(g)) . ppem(LM(f), LM(g))
=T O




(On choisit toujours le ppcm dont le coefficient dominant est 1.)
Cette notation nous permet d’énoncer un critére pour déterminer si un ensemble
est une base de Grobner.

Théoréme 4.2 (Critére de Buchberger). Soit G un sous-ensemble fini de K[x1, ..., xy)

et soit I = (G). Alors G est une base de Gribner de I si et seulement si pour

tous g,h € G, on a que S(g,h)G =0.

La démonstration de ce théoréme nécessite quelques résultats préliminaires sur
les S-polynomes.

Lemme 4.3. Soient f,g € K|x1,...,2,] non nuls.

(1) Si m,m’ sont des mondémes non nuls et \, X' sont des scalaires non nuls tels
que \mLT(f) = M'm/ LT (g), alors il existe un mondme m” et un scalaire N’
tels que

Amf — Nm'g = XN'm"S(f, g).
De plus, mdeg(m”S(f,g)) < max(mdeg(mf), mdeg(m’g)).

(2) Soient f1,...,fr des polynémes non nuls. Si mq,...,m, sont des mondémes
non tous nuls et Ay, ..., A\, sont des scalaires non tous nuls tels que

(a) tous les m;f; ont le méme multidegré et
(b) iy Ximi LT(f;) =0,
alors il existe des mondmes mi,...,m!_, et des scalaires N|,...,A\l._; tels
que
r r—1
Z Aimi fi = Z NimiS(fis fir1)-
i=1 i=1
De plus, max;(m;S(fi, fi+1)) < max;(mdeg(m;f;)).
Démonstration. On montre (1) d’abord. Comme AmLT(f) = A'm’LT(g), ce po-
lynome est un multiple commun de LM(f) et de LM(g) et est donc divisible
par ppem(LM(f),LM(g)). Il existe donc un mondéme m’ et un scalaire A" tels
que AmLT(f) = Nm/ LT (g) = A"m” ppem(LM(f),LM(g)). D’ou
amf —Nm'g = N'm” ppem(LM(f), LM(g)) »ppem(LM(f), LM(g))
LT(f) LT(g)
= X'm"S(f,9).
L’inégalité sur les multidegrés s’explique en observant que, par hypothése, les termes
dominants de Am f et de N'm/g s’annulent quand on prend leur différence.

f _ Al/m

9

Montrons maintenant (2). Par 'hypotheése (b),

o_ZAmZLT 1) ZA LC(fi)m; LM(;).

=1 =1
Aussi, par (a), on a que m; LM(f;) ne dépend pas de i; posons H = m; LM(f;)
pour tout 7. Alors

O—ZA LO(f;)m; LM(f;) = (Z)\ LO( fl)

d’ou Y7, A, LC(f;) = 0 dans K. Nous allons maintenant utiliser un résultat d’al-
gébre linéaire : si ag,...,a, € K et vy,...,v, sont des vecteurs dans un espace
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vectoriel tels que >, v, alors il existe A,...,\._; € K tels que .. _1 v =
Z:;ll Ay (v; — vi41). On applique ce résultat & o; = A, LC(f;) et v; = m; Lc(f) ;on
a alors que

- fi _ « ! fi fit1
;)\iLC(fi)miLC(fi) = ;)\i(miLC(fi)—mHlm

B r—1 )\; . A; ‘ '
=2 (Lcuz-)mlfz - LC<f1-+1>m’“fl“) '

i=1

Or, la partie (1) du lemme s’applique & chaque terme de cette somme : il existe

IV IV
donc A/ et mY tels que (szfz — mmi+lfi+l) = N/m}'S(fi, fi4+1), et on
a mdeg(myS(fi, fi+1)) < max(mdeg(m;fi, mit1fiy1). Ceci termine la démonstra-
tion. O

Démonstration. (du Théoréme 4.2.) Une implication est claire : si G est une base de

—a
Grobuer, alors pour tous g, h € I, comme S(g,h) € I, on a bien que S(g,h) =0.
G
Montrons la réciproque. Supposons que pour tous g,h € G, S(g,h) = 0. Pour

simplifier les notations, supposons que G = {gi, .. ., g-}. On doit montrer que, pour
tout f € I, LT(f) est divisible par l'un des LT(g;).

Comme f € I = {g1,...,9,), il existe des polynémes q¢i,...,q, tels que f =
> i1 Gigi- Soit m = max;(mdeg(g;g;)). Forcément, mdeg(f) < m. La preuve se
fait par récurrence sur m — mdeg(f).

Cas 1 : mdeg f = m. Alors il existe un 4 tel que mdeg(f) = mdeg(g;g;), ce qui
entraine que LT(f) est divisible par LT(g;).

Cas 2 : mdeg f < m. Quitte a réordonner les g;, on peut supposer que les s
premiers ¢;g; sont de multidegré maximal. Autrement dit, 1 < ¢ < s si et seulement
si mdeg(q;g;) = m. Récrivons f :

- (i:LT(Qi)gi> + (ZS:(Qi — LT (q:))gs + Z ql.gi),
i=1 ;

=1 1=s+1

La somme dans la deuxiéme parenthése est constituée de termes de multidegrés
strictement inférieurs & m. La somme dans la premiére parenthése satisfait aux
conditions du Lemme 4.3 (2); donc il existe des scalaires A1,..., A\s—1 € K et des
monomes my,...,Mg_1 tels que

ZLT ‘h 9i = ZA mg gjagj+1)

7=1

et max;(mdeg(m;S(g;, 9j+1)) < max;(mdeg(LT(¢;)g;)) = m.

—a e ——
Comme S(gj,9;4+1) = 0 par hypothése, on en déduit que m;S(g;,g;41) =0.
En appliquant I’algorithme de division multivariée, on peut donc écrire

S(95,95+1) qu 9is
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avec chaque terme de la somme de droite de multidegré au plus mdeg(m;S(g;, gj+1)) <

m. On récrit donc f :

f= (iiq?)gi) + (i(qi — LT(q:))gi + Z qigi).
j=1i=1 i=1 i=s+1

On a donc récrit f comme une combinaison linéaire des g; dont chaque terme est
de multidegré strictement inférieur a m. On remplace >._, ¢;g; par cette nouvelle
expression de f; la quantité m — mdeg(f) a strictement diminué. La preuve par
récurrence sur cette différence est terminée. O

Une conséquence immédiate du critére de Buchberger est un algorithme pour
construire une base de Grobner & partir d’un ensemble de générateurs d’un idéal.

Théoréme 4.4 (Algorithme de Buchberger). Soit G un sous-ensemble fini de K[z1, . ..

et soit I = (G). Posons G°) = G et, pour tout n >0,
— g —_agm
G =G U{S(f.g)" | £.9€G™,5(f9)" #0}.
Alors il existe N > 0 tel que GNTYD = GW). Dans ce cas, G = G™) pour
tout m > N, et GW) est une base de Grobner de I.

Démonstration. 1l est clair que s'il existe N tel que GO+ = GIN) | alors G(™) =
G™) pour tout m > N. De plus, dans ce cas, le critére de Buchberger implique
que GY) est une base de Grobner de 1.

Supposons que Gt = G pour tout n > 0. Alors il existe f,g € G tels
rels) reis)
que S(f.g)  #0.Maisalors LT (S(f,g) ) # (LT(G™)). Donc on a une inclu-

sion stricte (LT(G™)) C (LT(G™*+1)). On a donc une suite strictement croissante

d’idéaux ((LT(G™)) ), contredisant la noethérianité de 'anneau de polynomes. [
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